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1. 서론

화학공정설계 및 제어분야에서 기본도구로 사용되는 공정모사기는 공정의 최적 조업조건 결정, 안전성 평가, 조업자 훈련 등을 위해 공정의 수지식의 계산, 규모의 결정 등을 수행하기 위한 것이다. 공정모사는 크게 정상상태모사와 동적모사로 나누어지는데 이 중에서 동적모사는 주어진 조건하에서 공정의 시간에 따른 변화추이를 보여주는 것으로 실제공정을 값싸게 컴퓨터를 통해 재현하는 도구로 사용된다. 동적모사는 정상상태모사에 비해 상대적으로 발전이 늦었으나 90년대 중반부터 활발히 사용되고 있다. 그러나, 증류탑, 열교환기, 펌프 등 일반적으로 사용되는 단위공정 외에는 동적모델이 제시되지 않고 있으며 특히 충전탑, 관형반응기, 결정화기 등 동적모델이 편미분방정식(partial differential equation)을 포함하고 있는 단위공정은 기존의 동적모사기에서는 다루지 못하는 분야였다[1]. 

이와 같은 편미분방정식을 풀기 위한 많은 노력들이 진행되어 왔지만 개발된 프로그램들은 특별히 목표로 하고 있는 형태의 편미분방정식 만을 풀 수 있었다. 더구나, 해당 단위공정을 상미분방정식(ordinary differential equation)으로 표현되는 단위공정과 함께 모사해야 하는 경우에 대한 배려는 거의 이루어지지 않았기 때문에 현재의 상용모사기에서는 이런 형태를 직접적으로 모사할 수 없었다[1]. 
편미분방정식을 푸는 여러 방법 중에서 유한차분법(FDM, finite difference method)은 모든 편미분항을 유한차분항으로 바꾸고 적분식을 미분식으로 씀으로써 모든 식을 화학공정에서 일반적으로 사용되는 미분산술식(DAE, differential algebraic equations)으로 바꾸는 방법으로 편미분방정식을 푸는 가장 일반적인 방법이었다[2]. 이 방법은 원칙적으로 식을 구성하는 것이 간단하며 특히 얻어진 식들을 표준적인 적분기를 통해 쉽게 풀 수 있다는 큰 장점이 있다. 이런 방법을 상용화한 동적모사기인 gPROMS는 편미분방정식, 상미분방정식, 산술식이 혼합된 공정모델을 모사할 수 있다는 큰 장점을 가지고 있으나 주어진 편미분방정식을 단순히 유한차분법으로 나누어 푸는 해법을 사용하고 있기 때문에 계산의 효율성을 기하지 못하고 있다[5]. 이 연구에서는 편미분방정식, 상미분방정식, 산술식, 적분식을 포함한 공정모델의 모사에서 계산의 효율성과 결과의 정확성을 보장할 수 있도록 유한차분법의 적응적 모사전략에 대해 연구하였다. 

Table. 1 여러가지 형태의 차분식.
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2. 적응적 유한차분법
유한차분법은 공간방향으로 주어진 구간을 여러 개의 격자(mesh)로 균일하게 나누고 편미분항을 각 구간에 대한 함수값을 이용하여 차분식으로 구성하는 방법이다. 이 연구에서는 Table 1과 같은 4가지 형태의 차분식을 고려하였다.
이런 방법으로 상미분방정식으로 변화된 편미분방정식은 다른 식들과 함께 표준적인 적분기에서 풀 수 있게 된다. 이 연구에서는 Gear코드에 기반한 DAE적분기인 DISCo를 이용한다[3,4]. 모든 미분산술식은 각 적분시간간격마다 전체 공간방향으로 적분되며 각 격자는 계산의 정확성을 향상시키기 위해 적당한 기준에 따라 나누어지거나 합쳐진다. 즉, 해가 급격히 변하는 부분에 대한 정확성을 유지시키면서 적분시간을 크게 줄이게 되는 것이다. 제안된 기준은 해곡선의 길이를 기준격자수(referred mesh number)로 균일하게 분배하는 것이다. 즉, 다음 식과 같이 해곡선의 길이를 구한다음 기준격자수로 나누어 각 격자에서의 호길이(arclength)가 이보다 작게 되도록 격자를 분할하는 것이다. 
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(1)
계산순서는 다음과 같다.

(1) 모든 격자에서의 호길이를 계산하고 이를 합하여 해곡선의 길이를 구한다.

(2) 이를 기준격자수로 평균한 값인 기준호길이를 구한다.

(3) 기준호길이보다 큰 호길이를 가진 격자를 2개로 분할한다.  

분할된 격자가 기준호길이보다 큰 호길이를 가질 수 있으므로 다시 (1)의 호길이를 계산하고, 계속해서 기준을 평가한다. 분할 후에 호길이가 기준보다 매우 적어지면 계산시간을 줄이기 위해 이 격자를 제거한다. 그러나, 분할과 병합에서 같은 기준을 사용하면 지나치게 잦은 적응화가 필요해지므로 분할기준의 10%보다 작은 호길이를 가지는 경우에만 병합한다. 

격자가 분할된 경우에 해당되는 공간좌표에서 필요한 함수값은 주변 함수값을 이용하여 내삽으로 계산된다. 이를 위해 위치와 함수값의 Lagrange polynomial를 사용한다. 이때 해곡선이 매우 급하게 변하는 영역에서는 추정의 강건성을 위해 위치-함수값 관계의 역함수와 Newton법을 이용하여 내삽한다. 
DISCo에서 격자를 분할/병합하는 것은 상태사건(state event)으로 처리되며 적응화후에 적분기내의 모든 변수를 재초기화(re-initialization)할 때는 신뢰성을 높이기 위해 DISCo의 초기화기능을 이용한다. 

3. 예제 1: 적분식을 포함하는 예제

이 예제는 다음의 편미분방정식과 적분식에 의해 표현되는 개체역학문제이다[6]. 
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이며 초기치조건과 x=0에서의 경계치조건은 다음과 같다. 
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(4)

또한, 이 문제의 해석해는 다음과 같다.
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(5)

이 식에서 사용된 적분식은 사다리꼴 법칙에 의해 수치적으로 계산된다. 모사에서는 a를 5로 하고 초기 격자수와 기준 격자수를 100으로 하였으며 Jacobian은 full Jacobian을 사용하였고 유한차분법을 이용하여 수치적으로 계산하였다. 시스템의 정확성은 다음 식과 같은 L2오차를 이용하여 비교하였고 계산속도는 Pentium III-450에서의 CPU계산시간을 이용하여 비교하였다. 
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(6)
이 예제의 결과는 4가지 차분법에 대해 모두 안정된 해를 나타내었다. 적응적 차분법 뿐 아니라 균일 차분법에서도 일차의 역방향차분식이 가장 빠른 속도를 나타내고 있으나 정확성은 가장 낮다(Table 2). 가장 정확한 결과를 보이는 것은 이차의 역방향차분식이다. 적응적 차분법에서 최대격자수가 143으로 같은 것은 해곡선의 기울기가 크지 않고 시간에 따라 천천히 변하기 때문이다.
Table. 2 예제 1의 정확성 및 속도 비교.
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 Backward-1
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 Backward-2
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mesh
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4. 예제 2: 불연속을 포함하는 예제
이 예는 비선형 선원항(source term)을 포함하는 선형 이류(advection)방정식이다[6].
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여기서, 
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이며 해석해는 다음과 같다. 
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또한, 
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 이고 초기값은 해석해에 의해 주어진다. 모사에서는 초기 격자수와 기준 격자수를 200으로 하였으며 Jacobian은 full Jacobian을 사용하였고 유한차분법을 이용하여 수치적으로 계산하였다. 

Table. 3 예제 2의 정확성 및 속도 비교.
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 Backward-1
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 Backward-2
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차분식 중에서 일차의 역방향차분식만이 안정된 결과를 보여주며 특히 적응적 차분법에서 세 식들은 모두 수렴에 실패하였는데(Table 3) 이것은 수치적으로 불안정하기 때문에 적응화에서 정확한 해를 내삽하는 것이 어렵기 때문이다. Table 3에서 적응적 차분법이 균일 차분법보다 더 정확한 결과를 보이나 많은 시간을 필요로 하고 있다는 것을 알 수 있다. 
1. Table 4는 이 예제에서 적응적 차분법이 3-4배 많은 격자를 가진 균일 차분법과 비슷한 정확성을 가지며 4-5배 많은 격자를 가진 균일 차분법과 비슷한 속도를 가진다는 것을 보여준다. 또한, 초기격자수가 증가하면 정확도가 거의 선형으로 증가한다는 것을 보여준다. 그러나, 초기격자수가 증가하면 계산시간이 지수적으로 증가하는데 이것을 적응화가 일어 난 후에 적분기를 초기화할 때 Jacobian의 재계산시간이 상당히 큰 영향을 주기 때문으로 판단된다. 따라서, sparse Jacobian을 사용하여 해석적으로 Jacobian을 계산할 필요가 있다. 

2. Table. 4 예제 2에서 균일 차분법과 적응적 차분법의 비교.
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   400

  0.1039

  18.63

   600

  0.09395

  46.47

   800

  0.08747

  80.96

Uniform

mesh

  1000

  0.08275

 133.02

   100

  0.1044

  43.28

206
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5. 결론

이 연구에서는 편미분방정식으로 표현되는 화학공정의 동적모사를 위한 적응적 차분법에 대해 연구하였다. 여러가지 형태의 차분식을 적분항을 가진 예제와 불연속점을 가진 예제에 적용하여 보았다. 이 결과 가장 안정된 일차 역방향 차분식이 편미분항을 표현하는데 적당하였다. 또한, 적응적 차분법은 균일 차분법에 비해 속도는 느리나 정확성이 뛰어난 결과를 보여주었다. 
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		0.1799395524		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000001		0.00000016		0.00000016		0.00000064		0.00001089		0.00002025		0.00000009		0.00015129		0.00062001		0.000576		0.00000529		0.00262144		0.01004004		0.01297321		0.00376996		0.00471969		0.07230721		0.27060804		0.56791296		0.70308225		0.527076		0.24088464		0.05103081		0.00029584		0.04950625		0.15256836		0.27783441		0.13140625		0.07480225		0.04104676		0.021609		0.01089936		0.00524176		0.00241081		0.00105625		0.00044521		0.00017956		0.00007056		0.00002601		0.00000961		0.00000324		0.00000121		0.00000036		0.00000009		0.00000004		0.00000001		0.00000001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		U200:backward 1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		0.9999		0.9998		0.9995		0.9987		0.9969		0.9932		0.9864		0.9747		0.9566		0.9307		0.8964		0.8545		0.8062		0.7534		0.6979		0.6412		0.5841		0.5273		0.4708		0.4147		0.3592		0.3047		0.2519		0.2022		0.1567		0.1169		0.0836		0.0572		0.0374		0.0233		0.0139		0.008		0.0044		0.0023		0.0012		0.0006		0.0003		0.0001		0.0001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0.1234829029		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000001		0.00000004		0.00000025		0.00000169		0.00000961		0.00004624		0.00018496		0.00064009		0.00188356		0.00480249		0.01073296		0.02117025		0.03755844		0.06081156		0.09126441		0.12873744		0.17297281		0.22344529		0.22165264		0.17197609		0.12902464		0.09284209		0.06345361		0.04088484		0.02455489		0.01366561		0.00698896		0.00327184		0.00139876		0.00054289		0.00019321		0.000064		0.00001936		0.00000529		0.00000144		0.00000036		0.00000009		0.00000001		0.00000001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		U200:central2(T=0.17)		1		1		1.1524		0.8862		0.9192		1.1731		0.9362		1.1156		0.9096		1.0319		0.9656		1.0377		0.9556		1.1151		0.8509		1.2496		0.7891		1.1698		1.1476		0.7025		1.364		1.3399		0.5137		1.1099		3.5986		2.0444		1.0473		0.5587		0.2733		0.1125		0.038		0.0107		0.0026		0.0005		0.0001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		U1000:upwind1(131초00)		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		0.9997		0.9977		0.989		0.9614		0.9003		0.8037		0.6857		0.5616		0.4375		0.3149		0.1997		0.1054		0.0443		0.0144		0.0037		0.0007		0.0001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0.0827532912		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000009		0.00000529		0.000121		0.00148996		0.00994009		0.03853369		0.09878449		0.19219456		0.19140625		0.09916201		0.03988009		0.01110916		0.00196249		0.00020736		0.00001369		0.00000049		0.00000001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		A200(200):back2(T=0.19)		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		0.9998		0.9972		0.9685		0.7885		0.3694		-0.5877		-2.1254		0.1992		0.1053		0.015		-0.032		-0.041		-0.0215		0.0021		0.0111		0.0054		-0.002		-0.0028		-0.0001		0.0009		0.0002		-0.0002		-0.0001		0.0001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		U500:upwind1(28초23)		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		0.9999		0.9997		0.9988		0.9957		0.9871		0.9679		0.932		0.8767		0.8043		0.7209		0.6328		0.5437		0.455		0.3671		0.2812		0.2007		0.1309		0.0767		0.04		0.0184		0.0075		0.0027		0.0009		0.0003		0.0001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0.098308017		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000001		0.00000009		0.00000144		0.00001849		0.00016641		0.00103041		0.004624		0.01520289		0.03829849		0.07789681		0.13483584		0.20820969		0.207025		0.13476241		0.07907344		0.04028049		0.01713481		0.00588289		0.0016		0.00033856		0.00005625		0.00000729		0.00000081		0.00000009		0.00000001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		A100(100)-292:upwind1(109sec 52)		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		0.9999		0.9996		0.9988		0.9968		0.9927		0.9856		0.9719		0.938		0.8598		0.7411		0.6117		0.495		0.3987		0.3238		0.2625		0.2126		0.1732		0.1404		0.1128		0.0903		0.0723		0.0572		0.0444		0.0338		0.0252		0.0184		0.0132		0.0093		0.0064		0.0043		0.0029		0.0019		0.0012		0.0008		0.0005		0.0003		0.0002		0.0001		0.0001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0.097407183		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000001		0.00000016		0.00000144		0.00001024		0.00005329		0.00020736		0.00078961		0.003844		0.01965604		0.06702921		0.15077689		0.245025		0.15896169		0.10484644		0.06890625		0.04519876		0.02999824		0.01971216		0.01272384		0.00815409		0.00522729		0.00327184		0.00197136		0.00114244		0.00063504		0.00033856		0.00017424		0.00008649		0.00004096		0.00001849		0.00000841		0.00000361		0.00000144		0.00000064		0.00000025		0.00000009		0.00000004		0.00000001		0.00000001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		A200(200)-538:upwind1(195sec 48)		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		0.9998		0.999		0.9965		0.9877		0.9541		0.8705		0.7412		0.5984		0.4648		0.3499		0.2606		0.192		0.1412		0.1031		0.074		0.0529		0.0368		0.0245		0.0157		0.0096		0.0056		0.0032		0.0017		0.0009		0.0005		0.0002		0.0001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0.0855410574		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000004		0.000001		0.00001225		0.00015129		0.00210681		0.01677025		0.06697744		0.16128256		0.21603904		0.12243001		0.06791236		0.036864		0.01993744		0.01062961		0.005476		0.00279841		0.00135424		0.00060025		0.00024649		0.00009216		0.00003136		0.00001024		0.00000289		0.00000081		0.00000025		0.00000004		0.00000001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		A200(100)-338:upwind1(149sec 56)		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		0.9999		0.9996		0.9988		0.9968		0.9929		0.986		0.9725		0.9378		0.8589		0.7398		0.6099		0.4917		0.3929		0.3133		0.247		0.1917		0.1474		0.1107		0.0803		0.0559		0.0373		0.0238		0.0146		0.0085		0.0048		0.0026		0.0014		0.0007		0.0003		0.0002		0.0001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0.0939445778		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000001		0.00000016		0.00000144		0.00001024		0.00005041		0.000196		0.00075625		0.00386884		0.01990921		0.06770404		0.15217801		0.24176889		0.15437041		0.09815689		0.061009		0.03674889		0.02172676		0.01225449		0.00644809		0.00312481		0.00139129		0.00056644		0.00021316		0.00007225		0.00002304		0.00000676		0.00000196		0.00000049		0.00000009		0.00000004		0.00000001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		A100(150)-428:upwind1(135sec 77)		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		0.9999		0.9996		0.9983		0.9944		0.9842		0.9508		0.8692		0.7433		0.6047		0.4776		0.3737		0.2902		0.2257		0.1766		0.1374		0.1073		0.0838		0.0647		0.0496		0.038		0.0292		0.0224		0.0169		0.0124		0.0089		0.0063		0.0044		0.003		0.002		0.0013		0.0008		0.0005		0.0003		0.0002		0.0001		0.0001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0.0907480226		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000001		0.00000016		0.00000289		0.00003136		0.00024964		0.00242064		0.01710864		0.06589489		0.15626209		0.22810176		0.13965169		0.08421604		0.05094049		0.03118756		0.01887876		0.01151329		0.00702244		0.00418609		0.00246016		0.001444		0.00085264		0.00050176		0.00028561		0.00015376		0.00007921		0.00003969		0.00001936		0.000009		0.000004		0.00000169		0.00000064		0.00000025		0.00000009		0.00000004		0.00000001		0.00000001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		A200(150)-455:upwind1(176sec 72)		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		0.9998		0.9995		0.9982		0.9944		0.9843		0.9511		0.8696		0.7428		0.6023		0.4723		0.365		0.2784		0.2109		0.1593		0.1182		0.0867		0.0625		0.0433		0.0287		0.0182		0.0111		0.0065		0.0036		0.002		0.001		0.0005		0.0002		0.0001		0.0001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0.0881053892		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0.00000004		0.00000025		0.00000324		0.00003136		0.00024649		0.00239121		0.01700416		0.06615184		0.15816529		0.22306729		0.133225		0.07750656		0.04447881		0.02537649		0.01397124		0.00751689		0.00390625		0.00187489		0.00082369		0.00033124		0.00012321		0.00004225		0.00001296		0.000004		0.000001		0.00000025		0.00000004		0.00000001		0.00000001		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0
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Analytic solution

U200:backward 2

U200:backward 1

U200:upwind 3
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